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Problema 1. Marius si Alexandru joaca un joc. Pe o foaie de hartie este scris un numar.
Pe rand, acestia scad din numarul scris pe foaie o cifra nenula a sa si inlocuiesc numarul cu
rezultatul obtinut. De exemplu atunci cand pe foaie este scris numarul 123, cel care muta
ar putea lasa pe foaie numerele 123 — 3 = 120, 123 — 2 = 121 si 123 — 1 = 122. Castiga acel
jucator care scrie 0 pe foaie dupa mutarea sa. Daca Marius este primul care scade cifra din
numarul scris, pentru ce valori ale numarului initial el va castiga?

Solutie: Marius castiga daca si numai dacd primul numar (fie acesta n) nu este divizibil
la 10. Vom arata aceasta prin inductie dupa n. Daca primul numar este 1, evident Marius
castiga. Acum, daca primul numar este n, pentru n nedivizibil la 10, el poate sa scada din
acesta ultima cifra a sa, si obtine un numar mai mic decat n, ultima cifra a caruia este 0,
deci pentru care Alexandru pierde. Daca n are ultima cifra 0, indiferent de ce scade Marius,
Alexandru o sa obtina un numar care nu este divizibil la 10 mai mic decat n deci o sa poata
castiga.



Problema 2. Fie (2,),>1 81 (y5)n>1 doua siruri de numere reale pozitive care, pentru orice
n € N; n > 2 satisfac urmatoarele relatii:

_ 2026 _ 2025
Tpy1 = Ty —ya ™ +1

_ 2026 2025
Ynt+1l = Yn —r Tt 1

S-a constatat ca una si aceeasi valoare apare de o infinitate de ori in sirul y,. Gasiti toate
valorile posibile ale numerelor z; si y;.

ie: 4 5 < obtinem: _ 2026 4 2026 _ 2025 _ , 2025
Solutie: Adunand cele doua relatii obtinem: x4 + Ypi1 = + Y5> — 0 =YL O +2

sau, cu alte cuvinte: 41 + Ynp1 = Tn + Yn + (220 — 1) (2, — 1) + (¥2°%° — 1)(y,, — 1). Este
clar cd, pentru orice numar real x, (z%% — 1)(x — 1) > 0, cu egalitate dacd si numai daca
x = 1. Astfel, z,.1 + Yns1 > T, + Yy, pentru orice n. Acum, fie numerele ny,ny ... astfel
incat ¥, = Yn, = ... si notam aceasta valoare comuna cu y. Avem ca: Tp, , + Yn,,, >
Tt + Ynis1 = Ty + Un, + (y — 1)(y?°% — 1), Astfel, dacd y # 1, avem ci z,, + y, poate
lua orice valoare, oricAt de mare, cici z,, + yn, > (n; — 1)(y?°% — 1)(y — 1), dar aceasta
este imposibil, cici pentru orice j cu y; = y, avem y?**° +1 > 1:3025. Astfel, y = 1. Este
clar ca daca x, > ¥n, Tpt1 > x,. Astfel, obtinem doua cazuri. Primul: exista un a cu
Yo = 1 81 x4 > 1, atunci sirul z,, creste nemadrginit de mare, cdci avem mereu ca T,+1 > T
si atunci cAnd y, = 1 avem z,41 = z2°?°. Daci z, < 1 pentru orice n cu y, = 1 obtinem
ca Ynpt+1 > 1, si deci y, nu mai poate fi egal cu 1. Si deci ramanem cu unicul caz, atunci
cand (1,1) apartine sirului, caz in care, daca x, = y, = 1, obtinem z,,_1 = y,—1 = 1. Astfel
obtinem z; = y; = 1, unica posibilitate.



Problema 3. In triunghiul ABC, fie I4, I si I centrele cercurilor exinscrise triunghiului,
opuse varfurilor A, B si C respectiv. Aratati ca daca centrul de greutate al triunghiului
I4Igls coincide cu centrul de greutate al triunghiului ABC, atunci aceste triunghiuri sunt
echilaterale.

Solutie: Vom considera ca cunoscute unele proprietati ale liniei Euler a unui triunghi ce nu
este echilateral. In particular, linia Euler a triunghiului contine centrul cercului circumscris
acestuia, centrul sau de greutate, centrul cercului celor noua puncte si ortocentrul acestuia.
Daca numim aceste puncte O, G, Ny si H, ele sunt coliniare in ordinea in care au fost scrise
cu ONyg = HNy si 20G = HG. Revenind la problema, pentru triunghiul /4/pI¢, punctele
A, B si C sunt picioarele perpendicularelor, caci dreapta Al4 este bisectoarea unghiului
A si e perpendiculara pe bisectoarea exterioara a acestuia care e dreapta Iplc. Astfel,
centrul cercului inscris triunghiului ABC, I este ortocentrul triunghiului /4151, iar centrul
cercului circumscris acestuia, O este centrul cercului celor noua puncte in triunghiul I4/glc.
Obtinem ca dreapta Euler a triunghiului /4/pl¢ este dreapta OG, unde O si G sunt centrul
cercului circumscris si centrul de greutate a triunghiului ABC, care este si dreapta Euler
a triunghiului ABC, si mai mult ca atat, I este reflectia ortocentrului triunghiului ABC
peste centrul cercului circumscris acestuia, ce e imposibil caci Al este bisectoarea interioara
a unghiului OAH.



Problema 4. Fie d(n) numarul de divizori naturali ai numarului natural n. Gasiti toate
functiile f(x) din multimea numerelor naturale nenule in multimea numerelor naturale nenule
care satisfac f(a) + f(b) = f(a+b) daca d(a)d(b) este patrat perfect.

Solutie: Initial, e clar ca d(z)? este patrat perfect, deci 2f(x) = f(2x) pentru orice numar
natural z (In particular f(8) = 8f(1)). Acum, vom ardta ca f(z +8) = f(z) +8f(1) pentru
orice numar impar x. Pentru aceasta vin arata initial un rezultat intermediar, si anume ca
exista un o € N cu a(a + 3)d(z) fiind un patrat perfect. Daca d(x) este un patrat perfect
alegem o = 1. Daca nu, consideram ecuatia de tip Pell n? — d(x)m? = 1, despre care e
cunoscut ci are mécar o solutie (mg, ny) in numere naturale nenule. Alegem o = 3d(x)m3
si avem a(a + 3)d(x) = (3mgnod(z))?. Acum, ca sa aratdm concluzia de mai sus, e suficient
s& ardtdm cd existd un ¢ cu d(2'a)d(2"7?) = (¢ + 4)(t + 1)d(z) fiind un patrat perfect, cici
atunci am avea: 2(f(z) 4+ f(8) = f(2'x) + f(2'*%) = f(2'x 4 273) = 2!f(x + 8). E clar
acum ca t = o — 1 satisface. Avem acum ca f(9) = f(8)+ f(1) = 9f(1), f(7)+ f(2) = f(9),
f(5)+ f(2) = f(7) si f(3)+ f(2) = f(5). Din aceste relatii rezulta ca f(x) = xf(1), pentru
orice z impar cu < 9, iar cu f(x+8) = f(z) +8f(1) pentru x impar, avem ca (z) = xf(1)
pentru orice x impar, ce impreuna cu f(2z) = 2f(x) implica f(z) = xf(1) pentru orice x
natural, ce clar satisface conditia problemei.



